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� ������� ������ �������

ẋi(t) =
n�

j=1

aij(xj(t)− xi(t)), i = 1, . . . , n.

xi(t) ∈ R �� ��� ����� ���� i �� ���� t

aij ≥ 0 �� ��� �������� �� ��� �������� �� ���� j �� i�

�� ������ ����� ���� x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn�

ẋ = −Lx(t).



������� G = G(V,E)

� V : ������ ��� {1,2, . . . , n}� E : ���� ���

� ������������ ��������� i ∼ j �� (i, j) ∈ E

� ���������� ��������� ������ A = [aij]

aij =





1 ��� ��� �� i ∼ j

0 ���������

� ������ ������ di =
�

j aij�

� ������ ������ D = ����{d1, d2, . . . , dn}

� ���������� D −A� ���������� ���������� L̄ = I −D−1A



������������

� ��������� ������� �� ���������� ����

ẋi(t) = ε
n�

j=1

aij(xj(t)− xi(t)),

�� �������� ����

xi(t+1) = xi(t) + ε
n�

j=1

aij(xj(t)− xi(t))

���� ẋ = εLx(t) �� x(t+1) = (I − εL)x(t)�

����� xi(t) �� ��� ��������� �� ������ i �� ���� t�

ε ≥ 0 �� ��� �������� ���������

��� ������ �� ���� �� ����� ��������� �� ��� ��� ��� �� ������� ����������

����� ������ ���� c ∈ R ���� ���� limt→∞ xi(t) = c ��� ��� i� ���

������ c �� ���� ������ ��� ��������� ������



� ����� ���� ��� ��������� �����

ẋi(t) =
�n

j=1 aijh(xj(t)− xi(t))� xi = ����� �� ������� i�

h : R → R �� �������� ����������� �������������� h(0) = 0�

������� ��������� ��� �������� ������ �� � ������ ����� ���������� ��

���������� �� ���� ��� ����� �����������

������ ����������� �������� ����� ��� ������� ����� ������ ẋ = −εLx�

���� ε = h�(0)�



� ������� ����� �����������

θ̇i(t) = ω +
�

aijh(θj − θi), θi ∈ S1, i = 1, . . . , N

����� h : S1 → R� ��������������

����������� ��������� θi(t) = Ωt ∀i� ��� ���� ������ ���������

Ω� ������ ����������� �������� ������ ��� ����������� ����� ������

ẋ = −εLx�

� ������ ����� �� �������

P [x(t+1) = j|x(t) = i] =
1

di
aij

�� p = (p1, . . . , pn) �� � ����������� ������������ �� ��� �������� �� �

������ ����

p(t+1) = p(t) ·D−1A

= p(t) · (I − L̄)



�������� �� ��� ����� ���������

��� ������ ���� ����������� �������� ��� {λ1, . . . ,λn} ������ ���

��������� ������������ �����

� ��(λi) ≥ 0 ∀i�

� λ1 = 0 �� ������ �� ����������� ���� ������� ����������� (1,1, . . . ,1)��

� λ1 = 0 �� � ������ ���������� �� ��� ����� ��� � �������� �����

���������� � ����� �� ���� �� ���� � �������� ���� �� ����� ������ �

������� ������ ��� ����� ���� ���� ��� ���� ����� ������ j �����

������ �� ����� ��� �������� ���� ���� ��� ���� �� ������ j�
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� ��������� ������

ẋi(t) =
n�

j=1

aij
�
xj(t)− xi(t)

�

� ����������� ���������� ������

ẋi(t) =
n�

j=1

aij
�
xj(t− τ)− xi(t− τ)

�

� ����������� ����������� ������

ẋi(t) =
n�

j=1

aij
�
xj(t− τ)− xi(t)

�
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ẋi(t) =
�n

j=1 aijh(xj(t)− xi(t))� xi = ����� �� ������� i�

�������� ��� �������� ������ �� � ������ ����� �� ����� �����������



�������� ������ �������� ����

� τ = �������� �����

ẋi(t) =
N�

j=1

aij(xj(t− τ)− xi(t− τ))

ẋ(t) = −Lx(t− τ)

� ���� ������� ����� �����

ẋ(t) = −L
� τ

0
x(t− s)f(s) ds

����� �������� ������ �� �������� ������ �� ���� �� �����������

������� ����������� ������ ����� ���������� ������ �������

������� ��� ���������� ���� �� ���� ����� ����
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� ��� ���������� ������� ���������� ��� �������� �� ��� �����

������������ ����� � ���� ���� ����� ��� ��������� �� ���������

�������� �������

� ��������� �������� ������ ��������� �� �������� ����� �����

�������������� �� ��� ������ ��� ������� ������������� �������

������������ ��� ������� ���� ��� �������� ����� �� ������� ���

���� ������������� ������� ���� ������������ ��� ����� �����

������������� ������ ��� ���� �����

��� ������ ����� ���� ����� � ����



����������� ������� ��������� �������

ẋi(t) =
1

di

n�

j=1

aij

�� τ

0
f(s)xj(t− s) ds− xi(t)

�

f(s) ≥ 0 ��� s ∈ [0, τ ], ���
� τ
0 f(s) ds = 1.

�������� ��� ������ ������� ��������� �� ��� ���� �� ���� �� �

������ ���������� �� ��� ��������� L̄� �� �� ��� ����� ��� � ��������

����� ������������ ��� ��������� ����� ��

c =
1

1+ τ̄

�
u1, x(0) +

� τ

0

� 0

−θ
f(θ)x(ξ) dξ dθ

�

����� u1 �� ��� ���� ����������� �� L̄ ������������� �� ��� ����

���������� ��� τ̄ =
� τ
0 sf(s) ds �� ��� ���� �� ��� ������������ f �

��� ����� ������ ���� ���� � ����

��� ����� ����� ������ ������� ���� ����
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� ������������ ������� ��������� ����������� �� ��� �������

���������� ������� ��������� ��� ����� ������� ����������� ��� ������

��� �������� ����� ������� �� ������� ���������

� ������������ ������� ��������� ����� ������� �� ��� ���� ��������

���������� ������� ��������� ����� ������� ���� �� ��� �������

����� �� � ������ ���� ��������



������������ ������

�� ���� ���� ��������� ����������� �� ��� �������� �� �����������
������ �� �����

� ������������� ��������

� �������� �� ������ ������� ��������� ������� ������

� ������� ��� �������� �� ����� �� ��������

� ������ ��� ���������� �������� ���� �������� �������������� ������
���������� ��������

�� ������������ ��������� ��� ��������� ������ A = A(t) ������� ����
����� �������� �� ����������������� ���� ��� ��� ���������

⇒ � �������� ����� G(t) �� ���� ������� �� �����



��������������� �������� �� ������������ ������

����� ������

xi(t+1) = fti (x1(t), . . . , xn(t)), xi ∈ R, i = 1, . . . , n,

��� ������ �� ���� �� ����������� �� limt→∞ |xi(t) − xj(t)| = 0 ��� ���

i, j� ������ xi ��� ����������� ���������� �� � �������� ������

���������� ����� ������ � C1 �������� f : R → R ���� ����

fti (s, . . . , s) = f(s), ∀s, t, i.

� ���� ��� ��������������� ��������

S := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 = · · · = xn}
�� ��������� ����� ��� ��������� �� ��� �������



� �� x1(t) = · · · = xn(t) = s(t) ������� ��� ������������ ������ ����

s(t+1) = f(s(t)).

������ ���� ����� ������ � ������� �������������� ������ �������

��� A ��� ���� ���������

� ������� ��������������� ������ �� ��� ����� ������������ �� S ∩An�

����� An ������� ��� n����� ��������� ������� A× · · · × A�

� ���� ���� �� �����������

n�

i=1

∂fti
∂xj

(s, . . . , s) = f �(s)

��� ��� t, i�



� ������ ���� ��� ������ �� ���������� ������ ��� �����������

���������

u(t+1) = G(t)u(t),

��� ������ G(t) ��� �������� ��� ���� ������ �� f �(s(t))�� ∀t�

� ��� ��� �������� E0 ⊂ Rn ������� �� (1,1, . . . ,1) �� �� ���������

�������� �� G(t) ��� ��� t�

� ����� ���������� ��� ��������������� ��� ��������� �� ������������

����� �� ����� ������������� �� ���������� ���������� �� E0�

� ��� ������ ��� �� ������������� �� ��� ���������� ����� ��������

������ ��� ��� ���������� �������� ���������



������� ���������������� �� ����������������
������ ��������

��� � ������ L ���� ��� ������� g1, · · · , gn ��� � ������ ���� � · � ��
Rn� ��� ������ �������� �� L �� ����� �� �������� ������

diam(L, � · �) = max
i,j

�gi − gj�.

�� ��������� ��� ������ �������� ��� � ������ �������� L =
{L1, L2, . . .}�

���������� ��� ������ �������� �� ��� ������ �������� L �� ������
��

diam(L) = lim
t→∞

sup
t0≥0



diam



t0+t−1�

k=t0

Lk







1
t

�����
�

������� ��� ���� ������ ��������

n�

k=1

Ak = An ×An−1 × · · · ×A1.



� ��� ��������� ���� ��� ������ �� ��� ������ �� ��� �����

�������� ���� �� � ����� ���� �� ����� ����� ����� ��� ��������� ��

��� �������� ������ ��� ������� ���������� �������� ���������



��������������� ������� ��� ������������ ��������

xi(t+1) = fti (x1(t), . . . , xn(t)), i = 1, . . . , n

���� fti (s, . . . , s) = f(s) ��� ��� s� t� i�

����� ������������� u ������ ��� ������������ ����� ������ ��

u(t+ t0) =
t+t0−1�

k=t0

Dk(f
(k−t0)(s0))u(t0)

����� Dk ��� ��� ����������� ��������� �� ���� k�

��� D = {D1, D2, . . .} ��� �����

diam(D, s0) = lim
t→∞

sup
t0≥0



diam



t+t0−1�

k=t0

Dk(f
(k−t0)(s0))







1
t

.



�������� ���� �� � ����� ���� �� ����� ����� ����� ��

sup
s0∈A

diam(D, s0) < 1

���� ��� ������� ��� An�S �� � ��������� �������������� ������

��������� �� ��� ������� ������ �� Rn� ���� ��� ��� ������� ������

������� ��������� �������������



����������� �� ������� ��������

xi(t+1) = xi(t) + ε
n�

j=1

aij(t)(xj(t)− x(t− τij(t)))

���� ������� ������ τij(t) ∈ Z+ ���� ������ j �� i� ��� ����

���������� ��� �� ������ ��� ���� ���� ���������� ��������

��� �� ������� ��

xi(t+1) =
n�

j=1

Gij(t)xj(t− τij(t))

� ��� G = {G(t) = I − εL(t)}t∈Z+ �� ��� ������������� �����

���������

� �� ��� ���� ��� ���������� ��� ��������� �� τii(t) = 0 ∀i, t�



������� ���� ��� � ����� �������� ��� ������������� ������ �����

������� ��� ���������� ��� ���������� ���� ��� ������� �������

��������� �� ����� ������ T ∈ N ���� ���� ��� ����� ����� ������

��� ���� �������� �� ������ T ��� � �������� �����

������� ���� �� � ����� ���� �� ����� ����� ����� ��� ������ ���������

�� �������� �� ��� ���� �� ����(G) < 1�

������� ���� ��� � ����� �������� ��� ������������� ������ ����� �� ���

���������� ��� ���� �������� ��� ��� ���������� ������ ������� �������

������� ��������� ��� ������ ���� ��� ����� ��������� ��� �������

������������ �� � �������� ���������� ����� ������ ������� �� ���

����� ��������
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